Solutii si barem — clasa a IX-a

1. O functie f: [—1,1] — R are proprietatile:
|f(x) = f(y)| < [z —yl, pentru orice z,y € [-1,1] si f(—1) = f(1).

Aratati ca | f(z) — f(y)| < 1,Va,y € [-1,1].

Solutie. Daca |x —y| < 1, atunci |f(z) — f(y)| < |z —y| < 1. 3p
Daca |x — y| > 1, atunci presupunand, de exemplu, = < y, obtinem:

[f(@) = fW)l=1f(@) = fF(=0)+ f1) = fW] < [f(@) = FDIH Q) = fF)l < e+ 1+ [1—y| =
TH 1+ 1 —y=2— =y Sl 4p

2. Aratati ca oricum am alege 15 numere din multimea {2, 3,4, ...,2012}, prime intre ele doua
cate doua, printre numerele alese se afla un numar prim.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca niciun numar nu este prim. Atunci numerele
se scriu In forma n; = a;b;c;, 1 € 1,15, cu a; < b; numere prime, {a;,b;} N {a;,b;} = 0 pentru i # j

S G € N 3p
Rezultal 1 > (@)% - o oo 2p
Pe de alta parte, numerele ay, ao, ..., a5 sunt prime distincte, deci cel putin unul dintre ele —
fie acesta a; — este mai mare decat al 15-lea numar prim, care este 47. Pentru acel numar obtinem
N2 > 477 > 2012 — contradictie. . .. ...t 2p

3. Aflati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia 22 + max +m? = 2 are o solutie intreags.

Solutie. Ecuatia se poate scrie 322 4+ (2 +2m)% =8 ..ot 2p
Rezultd 322 < 8 deci, decarece x € Z, x € {—1,0,1}. ... 2p
Aceste valori corespund lui m = (1 £+/5)/2, m = /2, respectivm = (=1 4+ /5)/2....... 3p

4. Cercul inscris in triunghiul ABC' este tangent laturilor AB, BC,C A in D, E, respectiv F.
Paralela din A la EF taie DE in M, iar paralela din A la DE taie EF in N. Aratati ca punctele
M si N se afla pe linia mijlocie a triunghiului ABC', paralela cu BC.
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Solutie. Fie AM N BC = {P}, ANN BC = {Q}. Este suficient sa aratam ca AM = MP (in
acest caz rezulta analog AN = N@Q, de unde concluzia) ............ ... ..., 2p
Deoarece CE = CF si AP || EF, APEF este trapez isoscel, deci PE = AF’; in mod analog
QF = AD 3p

Din AD = AF reiese ca PE = QF, deci EM este linie mijlocie in triunghiul PQA, ceea ce
arata ca AM = AP . . 2p



